
♠ 1   广义函数基本理论
广义函数是基本函数空间上的连续线性泛函. 本课程中考虑的基本函数空间有 𝒟(Ω), ℰ(Ω),

𝒮(Ω). 基本函数空间中的函数又称为试验函数.

§ 1.1   基本空间

定义 1.1.1 (紧支集光滑函数空间)

设 Ω ⊂ ℝ𝑛 为开集. 记 𝐶∞
0 (Ω) 为具有紧支集的定义于 Ω 上的光滑函数的空间. 此处“有

紧支集”意为函数 𝑓 的支集

supp(𝑓) = {𝑥 ∈ Ω : 𝑓(𝑥) ≠ 0}

为紧集. “光滑”意为函数 𝑓 任意阶可微. 函数列 {𝜑𝑛} 在 𝐶∞
0 (Ω) 中趋于 0 是指:

1. 存在紧集 𝐾 ⊂ Ω, ∀𝑛 ∈ ℕ, sup 𝜑𝑛 ⊂ 𝐾.

2. ∀𝛼 ∈ ℕ𝑛 固定, 𝜕𝛼
𝑥 𝜑𝑛(𝑥) (关于 𝑥 ∈ Ω) 一致趋于 0.

赋予上述归纳极限拓扑 (即 (LF)-space) 后记为 𝒟(Ω).

定义 1.1.2 (光滑函数空间)

空间 ℰ(Ω) 是对 𝐶∞(Ω) 空间赋予以下收敛性: 𝜑𝑗 → 0 于 ℰ(Ω) 中即对任意紧 𝐾 ⊂ Ω 和

任意 𝛼 ∈ ℕ𝑛, sup
𝐾

|𝐷𝛼𝜑𝑗| → 0.

§ 1.2   函数磨光化

定义 1.2.1 (磨光核)

取 𝑔 ∈ 𝐶∞
0 (ℝ𝑛), 满足 supp 𝑔 ⊂ 𝐵(0, 1), 且 𝑐 = ∫ 𝑔(𝑥) d𝑥 ≠ 0. 作 𝜑𝜀(𝑥) = 1

𝑐𝜀𝑛 𝑔(𝑥
𝜀
), 则

1. ∫ 𝜑𝜀 d𝑥 = 1

2. supp 𝜑𝜀 ⊂ 𝐵(0, 𝜀)

3. 𝜑𝜀 ∈ 𝐶∞(ℝ𝑛)

称这样的 𝜑𝜀 为磨光核. 设 𝑓 连续, 定义

𝑓𝜀(𝑥) = (𝑓 ∗ 𝜑𝜀)(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑦)𝜑𝜀(𝑥 − 𝑦) d𝑦

称为 𝑓 的磨光化. 上述积分有意义, 因为 𝜑𝜀 有紧支集, 且 𝑓, 𝜑𝜀 连续.

例  上述定义中的函数 𝑔 可取为
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𝑗1 =
{{
{
{{exp(− 1

1−|𝑥|2 ) |𝑥| < 1
0 |𝑥| ≥ 1

不难验证 supp 𝑗1 = 𝐵(0, 1), 且 ∫ 𝑗1 d𝑥 > 0.

下面考虑磨光后的函数. 设 𝑓 ∈ 𝐶0(ℝ𝑛), 即 supp 𝑓 = 𝐾 为紧集. 令

𝑓𝜀 = 𝐽𝜀𝑓 = 𝑓 ∗ 𝜑𝜀,

则
1. 𝑓𝜀 定义良好: 因为实际上 𝑓𝜀(𝑥) = ∫

𝐾
𝑓(𝑦)𝜑𝜀(𝑥 − 𝑦) d𝑦, 被积项连续, 而积分区域为紧集.

2. 𝑓𝜀 光滑: 对 ∀𝛼 ∈ ℕ𝑛,

𝜕𝛼
𝑥 𝑓𝜀(𝑥) = ∫

𝐾
𝑓(𝑦)𝜕𝛼

𝑥 𝜑𝜀(𝑥 − 𝑦) d𝑦,

上式因 𝜑𝜀 任意阶可微而有意义.

3. 𝑓𝜀 有紧支集: 𝑓𝜀(𝑥) 仅依赖于 𝑓 在 𝐵(𝑥, 𝜀) 上的值, 故在 {𝑥 : 𝑑(𝑥, 𝐾) > 𝜀} 处为 0.

综上, 𝑓𝜀 ∈ 𝐶∞
0 (ℝ𝑛), 即实现了 𝐶0(ℝ𝑛) 到 𝐶∞

0 (ℝ𝑛) 的转化. 由此可定义磨光算子

𝐽𝜀 : 𝐶0(ℝ𝑛) → 𝐶∞
0 (ℝ𝑛)

𝑓 ↦ 𝑓𝜀.

注解

常用 𝐾𝜀 记集合 {𝑥 ∈ Ω : 𝑑(𝑥, 𝐾) < 𝜀}.

定理 1.2.2

𝑓 ∈ 𝐶𝑘(Ω). Ω ⊂ ℝ𝑛 为开集. 则对任一紧集 𝐾 ⊂ Ω, 对 ∀𝛼 ∈ ℕ𝑛, |𝛼| ≤ 𝑘, 有

sup
𝑥∈𝐾

|𝜕𝛼
𝑥 𝑓(𝑥) − 𝜕𝛼

𝑥 𝑓𝜀(𝑥)| ⟶
𝜀→0+

0,

从而 𝜕𝛼
𝑥 𝑓𝜀 一致收敛收敛到 𝜕𝛼

𝑥 𝑓 (当 𝜀 → 0+).

证明  因 𝐾 ⊂⊂ Ω, 故存在 𝜀0 > 0, 使 𝐾2𝜀0
⊂⊂ Ω. 令 𝑓 = 𝑓 ⋅ 𝜒𝐾𝜀0

. 对 ∀0 < 𝜀 < 𝜀0, 令

𝑓𝜀 = 𝐽𝜀𝑓 , 𝑓𝜀 = 𝐽𝜀𝑓 . 于是在 𝐾 上 𝑓𝜀 = 𝑓𝜀. 并且 𝑓𝜀 ∈ 𝐶∞
0 (Ω), supp 𝑓𝜀 ⊂ 𝐾𝜀0+𝜀 ⊂ 𝐾2𝜀0

.

当 0 < |𝛼| ≤ 𝑘 时, 首先观察到

𝜕𝛼
𝑥 𝑓𝜀(𝑥) = ∫

Ω
𝑓(𝑦)𝜕𝛼

𝑥 𝜑𝜀(𝑥 − 𝑦) d𝑦

= (−1)|𝛼| ∫
Ω

𝑓(𝑦)𝜕𝛼
𝑦 𝜑𝜀(𝑥 − 𝑦) d𝑦.
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其次由分部积分公式 (Green 公式) 得到

(−1)|𝛼| ∫
Ω

𝑓(𝑦)𝜕𝛼
𝑦 𝜑𝜀(𝑥 − 𝑦) d𝑦 = ∫

Ω
𝜕𝛼

𝑦 𝑓(𝑦)𝜑𝜀(𝑥 − 𝑦) d𝑦.

于是对任意 𝑥 ∈ 𝐾, 有

|𝜕𝛼
𝑥 𝑓𝜀(𝑥) − 𝜕𝛼

𝑥 𝑓(𝑥)| = |∫
Ω
(𝜕𝛼

𝑦 𝑓(𝑦) − 𝜕𝛼
𝑥 𝑓(𝑥))𝜑𝜀(𝑥 − 𝑦) d𝑦|

≤ ∫
Ω
|𝜕𝛼

𝑦 𝑓(𝑦) − 𝜕𝛼
𝑥 𝑓(𝑥)|𝜑𝜀(𝑥 − 𝑦) d𝑦

≤ sup
𝑦∈𝐵(𝑥,𝜀)

|𝜕𝛼
𝑦 𝑓(𝑦) − 𝜕𝛼

𝑥 𝑓(𝑥)|

= sup
𝑦∈𝐵(𝑥,𝜀)

|𝜕𝛼
𝑦 𝑓(𝑦) − 𝜕𝛼

𝑥 𝑓(𝑥)|.

由 𝑓 的 𝑘 阶连续性知右式趋于 0 (𝜀 → 0+ 时). 从而在 𝐾 上 𝜕𝛼
𝑥 𝑓𝜀 = 𝜕𝛼

𝑥 𝑓𝜀 一致收敛到 𝜕𝛼
𝑥 𝑓 .

 □

§ 1.3   截断函数

定理 1.3.1 (截断函数)

设 Ω ⊂ ℝ𝑛 为开集, 𝐾 ⊂⊂ Ω. 则存在 𝜀0 > 0, 使得 𝐾2𝜀0
⊂⊂ Ω, 以及 𝜑 ∈ 𝐶∞

0 (Ω), 𝜑 ≥ 0,

并满足

𝜑(𝑥) = {
1, 𝑥 ∈ 𝐾𝜀0

0, 𝑥 ∉ 𝐾2𝜀0

则称 𝜑 为 𝐾 的截断函数.

证明  设 𝑔 = 𝜒𝐾𝜀0
. 对任意 0 < 𝜀 < 𝜀0, 令 𝜑 = 𝐽𝜀𝑔. 于是 𝜑 ∈ 𝐶∞

0 (Ω), 且满足要求的条件.

 □

注解

对于上面得到的截断函数 𝜑, 我们可以对 |𝜕𝛼
𝑥 𝜑| 作上界估计:
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|𝜕𝛼
𝑥 𝜑(𝑥)| = |𝜕𝛼

𝑥 ∫ 𝑔(𝑦) 1
𝑐𝜀𝑛 𝑗1(

𝑥 − 𝑦
𝜀

) d𝑦|

≤ 1
𝑐𝜀𝑛 ∫|𝜕𝛼

𝑥 𝑗1(
𝑥 − 𝑦

𝜀
)| d𝑦

≤ 1
𝑐𝜀𝑛

1
𝜀|𝛼| ∫|(𝜕𝛼

𝑥 𝑗1)(
𝑥 − 𝑦

𝜀
)| d𝑦

= 1
𝑐𝜀𝑛

1
𝜀|𝛼| ∫|𝜕𝛼

𝑧 𝑗1(𝑧)|𝜀𝑛 d𝑧

= 𝑀(𝛼)
𝜀|𝛼| .

§ 1.4   单位分解

定理 1.4.1

𝐴 有开覆盖 𝒪 = {𝑈𝛼}𝛼∈𝐼 , 则必存在一族 𝐶∞
0 (ℝ𝑛) 函数 Φ = {𝜑𝛼}𝛼∈𝐼 , 使得:

1. 𝜑𝛼 ∈ [0, 1].

2. ∀𝑥 ∈ 𝐴, 存在邻域 𝑉 , 使得在 𝑉  上只有有限个 𝜑𝛼 非零 (即只有有限个 𝛼 ∈ 𝐼 使

supp 𝜑𝛼 ∩ 𝑉 ≠ ∅). 该性质在点集拓扑中称为 {supp 𝜑𝛼}𝛼∈𝐼 局部有限.

3. ∀𝑥 ∈ 𝐴, ∑
𝛼∈𝐼

𝜑𝛼(𝑥) = 1.

4. ∀𝛼 ∈ 𝐼 , supp 𝜑𝛼 ⊂ 𝑈𝛼.

称这样的函数族 Φ 为 𝐴 的从属于开覆盖 𝒪 的单位分解.

证明  先对紧集证明, 其次对上升紧集列证明, 再对一般开集证明, 最后对一般集合证明.
(1) 当 𝐴 为紧集, 则可不妨设 𝒪 = {𝑈𝑗}𝑗≤𝑁

 为有限开覆盖. 下先用归纳法证存在一列开集

{𝑊𝑗} 也为 𝐴 的开覆盖, 且 𝑊𝑗 ⊂⊂ 𝑈𝑗.

令 𝐶1 = 𝐴 \ (⋃
𝑛

𝑗=2
𝑈𝑗), 因 𝐶1 闭而 𝑈1 开, 故 𝐶1 ⊂⊂ 𝑈1. 由于度量空间是正规的, 故存在

开集 𝑊1, 𝐶1 ⊂⊂ 𝑊1 ⊂⊂ 𝑈1.

设 𝑊1, …, 𝑊𝑘 已构造好. 令 𝐶𝑘+1 = 𝐴 \ (⋃
𝑖≤𝑘

𝑊𝑖 ∪ ⋃
𝑗≥𝑖+2

𝑈𝑗). 则 𝐶𝑘+1 闭, 且

𝐶𝑘+1 ⊂⊂ 𝑈𝑘+1. 故存在 𝑊𝑘+1 开, 𝐶𝑘+1 ⊂⊂ 𝑊𝑘+1 ⊂⊂ 𝑈𝑘+1. 由归纳得到所求的 {𝑊𝑗}𝑗≤𝑁
.

由上一定理, 对每个 𝑊𝑗, 存在 𝜀𝑗0 > 0, 及函数 𝜓𝑗 ∈ 𝐶∞
0 (𝑈𝑗), 使得 𝜓𝑗 ≥ 0 且

𝜓𝑗(𝑥) =
{{
{
{{1, 𝑥 ∈ 𝑊𝑗

0, 𝑥 ∉ (𝑊𝑗)2𝜀𝑗0
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再令 𝜑𝑗 =
𝜓𝑗

∑𝑁
𝑗=1 𝜓𝑗

, 不难验证 {𝜑𝑗} 满足所要求的性质.

(2) 当 𝐴 = ⋃
𝑗>0

𝐴𝑗, 其中 {𝐴𝑗} 为紧包含上升紧集列 (即有 𝐴𝑗 ⊂⊂ 𝐴𝑗+1). 对任意 𝑗 > 2, 显然

𝐴𝑗 \ 𝐴⚬
𝑗−1 为紧集, 并且含于开集 𝐴⚬

𝑗+1 \ 𝐴𝑗−2. 令

𝒪𝑗 = {𝑈𝛼 ∩ (𝐴⚬
𝑗+1 \ 𝐴𝑗−2) : 𝛼 ∈ 𝐼}

为 𝐴𝑗 \ 𝐴⚬
𝑗−1 的开覆盖. 于是用 (1) 的结论, 存在关于 𝐴𝑗 \ 𝐴⚬

𝑗−1 的从属于 𝑂𝑗 的单位

分解 Φ𝑗 = {𝜑𝑗,𝛼}
𝛼∈𝐼

. 当 𝑗 = 2 则对 𝐴2 用 (1). 最后令

Φ = {
𝜑𝑗𝛼

∑𝑗′>0 ∑𝛼′∈𝐼 𝜑𝑗′𝛼′
: 𝑗 ∈ ℕ, 𝛼 ∈ 𝐼}

可以验证该函数族满足所需性质.
(3) 当 𝐴 为一般开集. 欲构造紧集族 {𝐴𝑗} 满足 (2) 中条件. 只需令

𝐴𝑗 = {𝑥 ∈ 𝐴 : ‖𝑥‖ ≤ 𝑗, 𝑑(𝑥, 𝜕𝐴) ≥ 1
𝑗
},

于是 𝐴 = ⋃
𝑗>0

𝐴𝑗, 后同 (2).

(4) 当 𝐴 为一般集合. 令 𝐵 = ⋃
𝛼∈𝐼

𝑈𝛼, 再对 𝐵 用 (3) 结论, 得到的函数族显然也是 𝐴 的单位

分解.

 □

例  推广的 Leibniz公式: 设 𝑓, 𝜑 ∈ 𝐶∞(ℝ𝑛). 算子 𝑃(𝑥, 𝜕𝑥) = ∑
|𝛼|≤𝑚

𝑎𝛼(𝑥)𝜕𝛼
𝑥 , 其中 𝑎𝛼 ∈

𝐶∞(ℝ𝑛). 则

𝑃(𝜑𝑓) = ∑
|𝛽|≤𝑚

1
𝛽!

𝜕𝛽
𝑥𝜑𝑃 (𝛽)(𝑥, 𝜕𝑥)𝑓.

其中记号 𝑃 (𝛽)(𝜉) = 𝜕𝛽
𝜉 𝑃(𝜉).

§ 1.5   广义函数基本定义

定义 1.5.1 (广义函数)

基本函数空间上的连续线性泛函称为广义函数. 拆解这条定义如下:
1. 基本函数空间 (也称试验函数): 通常是由满足一些附加条件 (如支集紧或快速衰减) 的

光滑函数构成, 并且赋予了一定收敛性的函数空间. 例: 𝐶∞
0 (Ω) 紧支集光滑函数,
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𝐶∞(Ω) 光滑函数, 𝒮(Ω) (迅速下降空间或称 Schwartz 空间). 本课程中主要讨论的是

𝐶∞
0 (Ω), 并在其上赋予上节所述的收敛性后称为 𝒟(Ω) 空间.

2. 泛函: 一个从函数空间到实数集的映射. 其像 𝑓(𝜑) 常记为 ⟨𝑓, 𝜑⟩.

3. (实)线性: ∀𝜑1, 𝜑2 ∈ 𝐶∞
0 (Ω), ∀𝑐1, 𝑐2 ∈ ℝ, 有

⟨𝑓, 𝑐1𝜑1 + 𝑐2𝜑2⟩ = 𝑐1⟨𝑓, 𝜑1⟩ + 𝑐2⟨𝑓, 𝜑2⟩.

4. 连续: 若 𝜑𝑗 → 0 (在 𝐶∞
0 (Ω) 中), 则 ⟨𝑓, 𝜑𝑗⟩ → 0 (在 ℝ 中).

定义 1.5.2

记 𝐶∞
0 (Ω) = 𝒟(Ω) 上广义函数全体为 𝒟′(Ω), 𝐶∞(Ω) = ℰ(Ω) 上广义函数全体为 ℰ′(Ω),

𝒮(Ω) 上广义函数全体称为 𝒮′(Ω) (称为缓增广义函数).

对于 𝒟(Ω) 上广义函数的连续性有一个等价表述.

定理 1.5.3 (𝒟(Ω) 上线性泛函的连续)

𝒟(Ω) 上的线性泛函 𝑓 连续 (按照上述定义) 的等价表述是: 对任意紧的 𝐾 ⊂ Ω, 必存在

𝑐 ∈ ℝ 与 𝑘 ∈ ℕ, 使得

|⟨𝑓, 𝜑⟩| ≤ 𝑐 ∑
|𝛼|≤𝑘

sup
𝐾

|𝐷𝛼𝜑|, ∀𝜑 ∈ 𝐶∞
0 (𝐾).

证明  分别用 (1) 和 (2) 来表示两种表述. (2) ⇒ (1): 设 {𝜑𝑗} 在 𝒟(Ω) 中趋于 0, 则由定义

知有紧集 𝐾 ⊂ Ω, 使得 ∀𝑗, supp 𝜑𝑗 ⊂ 𝐾, 且对任意固定的 𝛼 ∈ ℕ𝑛, 当 𝑗 → ∞ 时 𝜕𝛼
𝑥 𝜑𝑗 一致趋

于 0. 于是由定义 (2) 的条件, 存在 𝑐 ∈ ℝ, 𝑘 ∈ ℕ, 使得

|⟨𝑓, 𝜑𝑗⟩| ≤ 𝑐 ∑
|𝛼|≤𝑘

sup
𝐾

|𝜕𝛼
𝑥 𝜑𝑗| → 0 (𝑗 → ∞)

从而 ⟨𝑓, 𝜑𝑗⟩ → 0.

(1) ⇒ (2): 使用反证法, 设有紧集 𝐾 ⊂ Ω, 对 ∀𝑐 ∈ ℝ+, ∀𝑘 ∈ ℕ, ∃𝜑 ∈ 𝐶∞
0 (𝐾) 使得

|⟨𝑓, 𝜑⟩| > 𝑐 ∑
|𝛼| ≤𝑘

sup
𝐾

|𝜕𝛼
𝑥 𝜑|. 取 𝑐 = 𝑘 = 1, 2, …, 可以得到一列 {𝜑𝑘} ⊂ 𝐶∞

0 (𝐾) 使得

|⟨𝑓, 𝜑𝑘⟩| > 𝑘 ∑
|𝛼|≤𝑘

sup
𝐾

|𝜕𝛼
𝑥 𝜑𝑘|.

令 𝜓𝑗 =
𝜑𝑗

|⟨𝑓, 𝜑𝑗⟩|
∈ 𝐶∞

0 (𝐾). 于是有

1
𝑘

> ∑
|𝛼|≤𝑘

sup
𝐾

|𝜕𝛼
𝑥 𝜓𝑘|.
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于是对任意固定 𝛼 ∈ ℕ𝑛, 当 𝑘 充分大时, 有

sup
𝐾

|𝜕𝛼
𝑥 𝜓𝑘| ≤ ∑

|𝛽|≤𝑘
sup|𝜕𝛽

𝑥𝜓𝑘| < 1
𝑘
,

这表明 𝜕𝛼
𝑥 𝜓𝑘 当 𝑘 → ∞ 时一致趋于 0, 这即表明在 𝒟 中有 𝜓𝑘 → 0. 由定义 (1) 的条件知

⟨𝑓, 𝜓𝑘⟩ → 0. 这与 ⟨𝑓, 𝜓𝑘⟩ ≡ 1 矛盾.  □

例  若 𝑓 在 Ω 内任一紧集 𝐾 上可积, 则称 𝑓 局部可积. 记 𝐿loc(Ω) 为上述函数之空间. 设

𝑓 ∈ 𝐿loc(Ω), 𝜑 ∈ 𝐶∞
0 (Ω), 定义泛函

𝑙(𝜑) = ∫
Ω

𝑓𝜑 d𝑥

可以证明如此定义的 𝑙 满足广义函数的定义. 我们仍把 𝑙 用 𝑓 来记. 这样就可以将 𝐿loc(Ω)

视为 𝒟′(Ω) 的一个子空间, 而称这类广义函数为正则广义函数, 其余的称为奇异广义函数.

例  对任意 𝜑 定义 ⟨𝛿, 𝜑⟩ = 𝜑(0), 不难证明 𝛿 满足广义函数的定义.

§ 1.6   广义函数基本运算
以上广义函数集合需赋予运算后才成为空间.

定义 1.6.1 (广义为 0)

𝑓 ∈ 𝒟′(Ω), 若 ∀𝜑 ∈ 𝐶∞
0 (Ω), 有 ⟨𝑓, 𝜑⟩ = 0, 则称 𝑓 在 Ω 上为 0.

定义 1.6.2 (广义相等)

𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝒟′(Ω). 若 𝑓1 − 𝑓2 在 Ω 上为 0, 则称 𝑓1, 𝑓2 在 Ω 上广义相等.

定义 1.6.3 (广义函数的支集)

𝑓 ∈ 𝒟′(Ω), 称

supp 𝑓 = Ω \ ⋃{𝑂 ⊂ Ω : 𝑂 为开集且 𝑓 在 𝑂 上为 0}

为 𝑓 的支集 (即使 𝑓 为 0 的最大的开集的余集).

注解

对 𝑓 ∈ 𝐿loc(Ω), 以上的定义分别等价于可测函数的几乎处处为 0, 几乎处处相等, 和平常

的紧集定义相同. 对 𝐶𝑘(Ω), 则为逐点为 0, 逐点相等, 和平常的紧集定义相同.
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定义 1.6.4 (广义函数的限制)

设 𝑓 ∈ 𝒟′(Ω), 𝑈 ⊂ Ω 为开集. 对任意 𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (𝑈), 将其零延拓后视作 𝐶∞

0 (Ω) 中的试验

函数, 则 𝑓 自然地作用在 𝑢 上而成为 𝐶∞
0 (𝑈) 上的泛函, 连续性和线性性也是不难验证的. 记

𝑓|𝑈 : 𝐶∞
0 (𝑈) → ℝ 为 𝑓 在 𝑈  上的限制.

定理 1.6.5 (局部化原理)

设 𝑓 ∈ 𝒟′(Ω). 则

1. 若 𝑓|Ω = 0, 则任意开子集 𝑈 ⊂ Ω, 𝑓|𝑈 = 0.

2. {𝑈𝛼} 为 Ω 开覆盖, 且 ∀𝛼, 𝑓|𝑈𝛼
= 0, 则 𝑓|Ω = 0.

证明 
1. 由限制的定义, 显然.
2. 对任意 𝜑 ∈ 𝐶∞

0 (Ω), 由于 supp 𝜑 ⊂⊂ Ω, 故存在 {𝑈𝛼1
, …, 𝑈𝛼𝑛

} 为 supp 𝜑 的有限开覆盖.

由单位分解知存在函数族 {𝜓𝑘}𝑛
𝑘=1 满足 supp 𝜓𝑘 ⊂⊂ 𝑈𝛼𝑘

, 且 ∑
𝑛

𝑘=1
𝜓𝑘 = 1. 于是记 𝜑𝑘 =

𝜑𝜓𝑘, 则 supp 𝜑𝑘 ⊂⊂ 𝑈𝛼𝑘
. 由于 𝑓|𝑈𝛼𝑘

= 0, 于是 ⟨𝑓, 𝜑𝑘⟩ = 0, 于是 ⟨𝑓, 𝜑⟩ = ⟨𝑓, ∑
𝑘

𝜑𝑘⟩ =

∑
𝑘

⟨𝑓, 𝜑𝑘⟩ = 0. 这即表明 𝑓 在 Ω 上为 0.

 □

以下定义的出发点通常是为了与正则广义函数的情形兼容.

定义 1.6.6 (线性运算)

对 ∀𝑐1, 𝑐2 ∈ ℝ, 𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝒟′(Ω), 定义

⟨𝑐1𝑓1 + 𝑐2𝑓2, 𝜑⟩ = 𝑐1⟨𝑓1, 𝜑⟩ + 𝑐2⟨𝑓2, 𝜑⟩, ∀𝜑 ∈ 𝐶∞
0 (Ω).

定义 1.6.7 (平移运算)

对 ∀𝑎 ∈ ℝ𝑛, 𝑓 ∈ 𝒟′(ℝ𝑛), 定义

⟨𝑓(𝑥 − 𝑎), 𝜑(𝑥)⟩ = ⟨𝑓(𝑥), 𝜑(𝑥 + 𝑎)⟩, ∀𝜑 ∈ 𝐶∞
0 (ℝ𝑛).

定义 1.6.8 (相似变换)

对任意 𝑐 ≠ 0, 𝑓 ∈ 𝒟′(ℝ𝑛), 定义

⟨𝑓(𝑐𝑥), 𝜑(𝑥)⟩ = 1
|𝑐|𝑛

⟨𝑓(𝑥), 𝜑(𝑥
𝑐
)⟩.
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注解

若 𝑓(𝑐𝑥) = |𝑐|𝜆 𝑓(𝑥), 则称 𝑓 为 𝜆 阶齐次广义函数.

记 ̌𝑓(𝑥) = 𝑓(−𝑥) 为函数 𝑓 的反射. 易验证

⟨ ̌𝑓, 𝜑⟩ = ⟨𝑓, 𝜑̌⟩.

定义 1.6.9 (微分运算)

设 𝑓 ∈ 𝒟′(Ω), 定义

⟨𝜕𝑥𝑗
𝑓, 𝜑⟩ = −⟨𝑓, 𝜕𝑥𝑗

𝜑⟩, ∀𝜑 ∈ 𝒟(Ω).

注解

由该定义不难验证对任意 𝛼 ∈ ℕ𝑛, 有

⟨𝜕𝛼𝑓, 𝜑⟩ = (−1)|𝛼|⟨𝑓, 𝜕𝛼𝜑⟩, ∀𝜑 ∈ 𝒟(Ω).

定义 1.6.10 (乘子运算)

设 𝑎 ∈ 𝐶∞(ℝ𝑛), 𝑓 ∈ 𝒟′(ℝ𝑛). 定义

⟨𝑎𝑓, 𝜑⟩ = ⟨𝑓, 𝑎𝜑⟩, ∀𝜑 ∈ 𝒟(Ω).

称 𝑎 为一个 𝒟′(Ω) 乘子, (𝑎 ⋅) : 𝑓 ↦ 𝑎𝑓 称为乘子运算.

例  设 𝑃(𝑥, 𝜕𝑥) 为一个 𝐶∞ 系数的线性偏微分算子, 即

𝑃(𝑥, 𝜕𝑥) = ∑
|𝛼|≤𝑚

𝑎𝛼(𝑥)𝜕𝛼
𝑥 , 𝑎𝛼 ∈ 𝐶∞(Ω).

设 𝑢 ∈ 𝒟′(Ω), 则

⟨𝑃 (𝑥, 𝜕𝑥)𝑢, 𝜑⟩ = ⟨𝑢, 𝑃𝑡 (𝑥, 𝜕𝑥)𝜑⟩, ∀𝜑 ∈ 𝐶∞
0 (Ω).

其中

𝑃𝑡 (𝑥, 𝜕𝑥)(𝜉) = ∑
|𝛼|≤𝑚

(−1)|𝛼|𝜕𝛼
𝑥 (𝑎𝛼 ⋅ 𝜉)

称为 𝑃  的转置算子.

证明  懒得写了.  □

例  简单计算可得
1. 𝑥𝛿(𝑥) = 0,

2. sin 𝑥 ⋅ 𝛿(𝑥) = 0,

9



3. cos 𝑥 ⋅ 𝛿(𝑥) = 𝛿(𝑥).

例  对 𝐻(𝑥) = {1 𝑥 > 0
0 𝑥 < 0, 由上述微分的定义不难得到

⟨𝐻′(𝑥), 𝜑(𝑥)⟩ = − ∫
∞

0
𝜑′(𝑥) d𝑥 = 𝜑(0) = ⟨𝛿, 𝜑⟩.

对于多元情形请参见第二次作业.

定义 1.6.11 (极限运算)

设 {𝑓𝑗} ⊂ 𝒟′(ℝ𝑛), 𝑓 ∈ 𝒟′(ℝ𝑛). 定义 𝑓𝑗 → 𝑓 在 𝒟′(ℝ𝑛) 中成立, 即指

⟨𝑓𝑗, 𝜑⟩ ⟶ ⟨𝑓, 𝜑⟩, ∀𝜑 ∈ 𝐶∞
0 (ℝ𝑛).

这即泛函分析中的弱 ∗ 收敛.

定理 1.6.12

若在 𝒟′(ℝ𝑛) 中, 𝑓𝑗 → 𝑓 , 则 ∀𝛼 ∈ ℕ𝑛,

𝜕𝛼𝑓𝑗 → 𝜕𝛼𝑓.

例  令 𝑓𝜀(𝑥) = {
0 |𝑥| ≥ 𝜀
1
2𝜀 |𝑥| < 𝜀. 则 𝜀 → 0+ 时 𝑓𝜀 的逐点极限为

lim
𝜀→0+

𝑓𝜀(𝑥) = {0 𝑥 ≠ 0
∞ 𝑥 = 0,

广义函数 (𝒟′(ℝ𝑛) 中) 极限为 𝛿.

例  磨光核的广义函数 (𝒟′(ℝ𝑛) 中) 极限为 𝛿.

以下是一个常用于构造 𝛿 函数的定理.

定理 1.6.13

若 {𝑓𝑛} ⊂ 𝐶∞(ℝ) 满足: 对 ∀𝑀 > 0, ∃𝑐 > 0, ∀𝑎, 𝑏 满足 −𝑀 < 𝑎 < 𝑏 < 𝑀  有

|∫
𝑏

𝑎
𝑓𝑛 d𝑥| ≤ 𝑐, ∀𝑛 ∈ ℕ,

以及

lim
𝑛

∫
𝑏

𝑎
𝑓𝑛 d𝑥 = {0 𝑎, 𝑏 同号

1 𝑎 < 0 < 𝑏,

则 𝑓𝑛 → 𝛿 于 𝒟′(ℝ) 中.
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证明  令 𝐹𝑛(𝑥) = ∫
𝑥

−1
𝑓𝑛(𝑦) d𝑦, 由第一个条件知 𝐹𝑛 在任意有界区间上一致有界. 由第二个

条件知 lim 𝐹𝑛 = 𝐻 为一维 Heaviside 函数. 故由控制收敛定理

lim
𝑛

⟨𝐹𝑛, 𝜑⟩ = ∫
supp 𝜑

lim
𝑛

𝐹𝑛 ⋅ 𝜑 d𝑥

= ⟨𝐻, 𝜑⟩, ∀𝜑 ∈ 𝐶∞
0 (ℝ).

于是 ⟨𝑓𝑛, 𝜑⟩ = ⟨𝐹 ′
𝑛 , 𝜑⟩ = −⟨𝐹𝑛, 𝜑′⟩ ⟶ −⟨𝐻, 𝜑′⟩ = ⟨𝛿, 𝜑⟩.  □

一下为一些物理学常用的 𝛿 函数定义.

例  可以对下列函数验证上述定理来证明其广义函数极限为 𝛿 函数.
• 𝑓𝑛(𝑥) = 1

𝜋
𝑛

𝑛2𝑥2 + 1
, 𝑛 → ∞

• 𝑓𝑡(𝑥) = 1
2
√

𝜋𝑡
exp{−𝑥2

4𝑡
}, 𝑡 → 0+

• 𝑓𝑛(𝑥) = 1
𝜋

sin 𝑛𝑥
𝑥

, 𝑛 → ∞

• 磨光核函数

定义 1.6.14 (奇支集)

使 𝑢 ∈ 𝒟′(Ω) 为一个 𝐶∞ 函数的最大开集 Ω1 的余集称为 𝑢 的奇支集, 记为 sing supp 𝑢.

由定义可得 sing supp 𝑢 为闭集, 且 sing supp 𝑢 ⊂ supp 𝑢, 这是因为使得 𝑢 为 0 的开集也

使得它为光滑函数.
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